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あるいは
　　　　　　　　　　　　　　A×／γL与H1（．4，Z／πZ）
を得る．X＝Specκの場合に言い換えれば，体κの上でηが可逆でKが1のη乗根をす
べて含むとき，Kのれ次巡回拡大はKの元のη乗根を添加することによって得られるこ
とが従う．
　一方，Xがseparably　closed　6eldあるいはstrictly　Henselian　local　ringの上のproper
schemeであるとき，τ（X，0）×／η＝0なので，同型
H1（X，　Z／ηZ）与πPic（X）
を得る．
1．2．（Artin－Schreier理論）G、＝Spec　Z［Tlをadditive　group　schemeとする．加法はT→
T⑧1＋1⑧Tで与えられる．
　F：（G。再→G。轟をFrobenius写像とすれば・Ker［F－1：G。，F．→G。，F。］・さらに・X
をFρ．schemeとすれば，　group　schemeの完全列
　　　　　　　　　　　　0→Z／pZ→G。再弩1　G鳴→0
はX，tの上の可換群の層の列としても完全．したがって，完全列
　　　　　　　　0→H°（X，Z／pZ）→H°（X，　G。，，。）｛与1　H°（X，　G。，。。）
　　　　　　　　　→H1（X，　Z／pZ）→H1（X，　G。馬）弓1　H1（X，　G。再）
を得る．ここで，H1（」（，Gα）＝H1（X，0）なので，完全列
0→1「（X，0）／（F－1）→」『f1（X，　Z／ρZ）→F＿1H1（X，0）→0
を得る．
　今，X＝Specκ（κは体）あるいはX＝Spec．4（Aは環）とすれば，　H1（X，0）＝0な
ので，同型
　　　　　　　　　　　　　κ／（F－1）一箒」｛iτ1（κ，Z／ρZ）
あるいは
　　　　　　　　　　　　　ノ1／（F－1）与H1（・4，　Z／pZ）
を得る．特に，X＝Specκの場合に言い換えれば，標数p＞0の体Kのp次巡回拡大は
Artin．Schreier方程式τρ一ε＝αの根を添加することによって得られることが従う．
　一方，Xがseparably　closed　6eldあるいはstrictly　Henselian　local　ringの上のproper
schemeであるとき，　r（X，0）／（F－1）＝0なので，同型
　　　　　　　　　　　　　H1（X，　Z／pZ）与F＿1H1（X，0）
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を得る．
1．3．（Witt理論）各γ≧0に対してΦ，（T）＝Φ，（乃，7〕，＿，7》）（Witt多項式）を
　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　ア　ユ　　　　　　Φア（τ）＝穗＋ρ理　　＋…＋〆7＞∈司Tl＝z［7も，万，＿，勾
によって定義する．Z｛Xo，X1，．．．，X，，y6，yl，＿，万｜の多項式
　　　　　　　　　　　Sア（X，Y）篇Sア（Xo，＿，Xr，陥，＿，｝の，
　　　　　　　　　　　、巳（X，γ）ひ＆（Xoヲ＿，Xア｝】6　s＿ヲ｝㌻）
をそれぞれ
　　　　　　Φr（50（X，Y），S1（X，Y），＿，5r（X，Y））＝Φア（X）十Φγ（Y）
あるいは
　　　　　　　Φア（島（叉ハ㌢），P1（x，y），．．．，君（x，Y））＝餌（x）φア（Y戊
によって帰納的に定義する．このとき，
　　　　　　　5r（x，Y），　B（x，Y）∈z［Xo，xb＿，xア，｝6，y～，＿，均
さらに，
　　　　　　　　　　　　　阪＝Spec　Z［Zb，T1，＿．，7㌦＿1］
の加法を
　丁篇（石，㍗，＿，鬼』←＞
　　　5（T⑧1，1⑧㌘）；（50（T⑧1，1⑧T），S1（㌘⑧1，1⑧T），＿，5iπ＿1（T⑭1，1⑧T））
で，乗法を
　㌘＝（％，T1，＿，7三＿1）→
　　P（T⑧1，1㊦㌘）＝（ひ（T⑧1，1⑧T），肩（T⑧1，1⑧T），．＿，ひ＿1（T⑧1，1θT））．
で定義すれば，氾はring　schemeとなる．特に，　W1＝G。．　Aを可換環とすれば，鵬（A）
はAに成分をもつ長さnのW蹴vectorの環に他ならない．
　環の埋め込みZ｛鞠，T1，＿，兵＿11→Zl鴎，㍗，＿，勾は環の準同型R：尻パz→尻ヱ
（restriction）を定義する．一方，γ：孤→Wn＋1（Verschiebung）を
　7b卜→0，　T1→Zb，乃→T1，．．．＄7Lト＞2㌦＿1：Z［了b，Ti，．．．，7司→Z［乃，T1，．＿，7三＿11
によって定義すれば，Vは加法群の準同型．さらに，各π，情＞Oに対してgτo呼sc加me
の拡大
　　　　　　　　　　　　　0→肌写臨＋．｛弓肌→0
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を得る．
　次に，多項式
　　　　　　　　耳（T）二艮（㌔，＿，ち，隅Ψ1）∈《》｛76，＿，鴛，舌÷1］
を
　　　　　　　Φア（万（T），＿．，∬ン（T））二Φア＋1（76，＿．，τレ，7｝刊）（r≧o）
によって帰納的に定義する．このとき，各r＞0に対して
　　　　　　　　套（T）＝套口6，＿，算，舌報）∈勾冗，．・．，珠算÷11．
F：碗＋1→孤を
76吟a（T）ラT1→万（T），＿，鞠＿1→鑑べ（苦）：司五，百，＿．，兵一1］→興鴎，㍗，＿，η］
によって定義すれば，Fは環の準同型．さらに，各r＞0に対して
　　　　　　　　　　　　　　罵（τ）三写　m◇dρ
が成立する・したがって，F：Wη＋1再→肌馬はFrobeniu8写像F二慨轟→肪再に
よって分解される．さらに，Ker｛F－1：ゾ轟→ゾ馬］＝Z／ρ穆で，各n，　m＞◎に対し
て完全列の可換図式
　　　　　　　　　　　0　　　　　　　0　　　　　　　0
　　　　　　　　　　　1　　1　　1
　　　　　　0－一一→Z／pmz－→Z／ρm＋ηZ－一→Z／〆z－一→O
　　　　　　　　　　　！　　i　　！
　　　　　　0－→　臨　ヱ→蹴＋．　⇒　肌　一→0
　　　　　　　　　　・一・1　　ゾ11　　Ψ4
　　　　　　0－一→　耽　一竺→　臨＋．　一己　仇　一一→O
　　　　　　　　　　　！　　］　　1
　　　　　　　　　　　0　　　　　　　0　　　　　　　0
を得る．
　さて，XをFρ．schemeとすれば，　group　schemeの完全列
　　　　　　　　　　　o→z／〆z→願弩1泥→o
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はX，tの上の可換群の層の列としても関して完全．したがって，完全列
　　　　　　　　0－＞H°（X，π／PπZ）→H°（X，レ臨）己1∬°（X，醐
　　　　　　　　　一・町X，Z／P・Z）→H1（x，レ7π）隅1∬1（X，剛
を得る．ここで，が（X，慨）＝万1（X，尻0）なので，完全列
0→汀（X，肌0）／（F－1）→亙1（X，Z／P甥）→礼μ1（X，尻0）→0
を得る．
　今，X＝Specκ（κは体）あるいはX＝Spec．4（Aは環）とすれば，　H1（X，肪0）＝0
なので，同型
　　　　　　　　　　　　鵬じ（κ）／（F－1）与H1（κ，騒／pZ）
あるいは
　　　　　　　　　　　　w∴（A）／（F－1）与H1（阜z／ρz）
を得る．特に，X＝Specκの場合に言い換えれば，標数ρ〉◎の体κのρ籍次巡回拡大
はゾ（κ）における方程式
（Zζ，孟8，＿，儒一1）斗亡。，‡、，．．．，君。．、）＝（α⑪，αb．．．，α卜1）
の根を添加することによって得られることが従う．
　一方，Xがseparably　closed　6eldあるいはstrictly　Ilenselian　local　ringの上のproper
欝chemeであるとき，τ（X，耽0）／（F－1）＝0なので，同型
　　　　　　　　　　　　が（x％／〆2）∋F一逗1（x，肌o）
を得る．
補註1．4．κを標数p＞0の体，Xをproperん一schemeとする．このとき，　H1（x，wらo）
はF・PiCx／κのDieudonn6加群に同型・
補註1．5．ring　scheme
　　　　　　　　　　　　　レレ＝Spec　Z［百，T1，乃，＿．］
を
　　　　　　　　　　　　　　　　w＝益mゾ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　盲
によって定義する．Aを可換環とすれば，　W（A）をAに成分をもつW抽vect◎rの環に他
ならない．環の準同型の族シ万刊→班ηによって環の準同型FlW→研が，また，加法
群の準同型の族V：肌→肌刊によって加法群の準同型V：W→Wが定義される．
∬の定義を除けばWitt［23］の議論はそのままschemeの理論の枠組みで展開できる・Witt
［221ではρ群1「をGalois群にもつ標数ρ＞0の体のGalois拡大の構成を議論しているが，
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虚心に読めば，G（Fρ）＝1「となるような凡の上のu碑ote就algebra輌c　gT◎up　Gが構成で
き，Kummer理論あるいはArtil1－Schreier理論と同様にFρ一scheme　XのτをGalois群にも
つ不分岐被覆が王fO（xβ），∬1（X，　G）によって記述できることが感得される．　F＝Z／pπZ
の場合，G二凪であった．
2．Kumm企r－Artin－Schreier理論あるいはFurtw蓋ngler理論
2．又．Aを環，λ∈遠とする．
　　　　　　　　　　　　　　σ・λLSp⇒鵠λT］
とする．
　　　　　　　　　　　　　TUT⑧1十1⑧T十λT⑧T
によって乗法を定義すれば，gのはc◎mmu捻tive　g℃◎up　schemeとなる．さらに，　gm呼
schemeの準同型α（λ）：9（λ）→G孤Aを
u→・＋λT・A｛詰］→A［♂、三λT］
で定義する．λがAにおいて可逆なら，α（λ）は同型．一方，λがAで可逆でないとき，
Ao＝A／（λ）とすれば，　g（λ）⑭A　AoはG。メ。に他ならない、
定理2．2．Aを環，λ蔓AAo＝．4／（λ）とし，　XをA－scheme，　XoニX⑧未40とする．λ
がOxの非＃因子なら，　Xetの上の可換群の層
　　　　　　　　　　　　◎→9（λ）鵬）G厄x→蝿m濁→◎
は完全．ここで，Z：Xo→Xは自然なclosed　immersion．
系2．3．（Hilbe∫t　gの8を1◎εa］A－a］ge桔aとする．このとき，万1（易g（λ））＝§．
系2．4．BをlocaU－algebra，　Xをproper　B－schemeとする、λがOxの非零因子なら，
　　　　　　　　　　　登1（x，ζ〆λ））＝KeT〔Pie（x）一→Pic（x。）］
2．5．ζ＝e2π仰，λ＝ζ仁1とおき，　A＝Z［ζ1，　K＝Q（ζ）とする．このとき，
　　　　　　　　　　　　　　　（1一もλア）ρ一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∈刷τ］　　　　　　　　　　　　　　　　　λρ
で
　　　　　　　　　　　　（1率λア）ρ一㌧τ・一苦m。dλ
　　　　　　　　　　　　　　　λP
群の準同型Ψ：g（λ）→β（λP）を
　　　　　　　　　　　　　　　　　＠十λT）ρ一1　　　　　　　　　　　　　　　Tト→　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λρ
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によって定義する．Ker陣：ρ（λ）→9（λρ）］はZ／pZに同型，さらに，完全列の可換図式
　　　　　　　　0－→Z／pZ－一→9（λ）一→σ（λP）一→0
　　　　　　　　　　　　　⊥　⊥・…　⊥・・〉・
　　　　　　　　0→μρ鴻一一→Gm譜一一→Gm，A－一→0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ
を得る．したがって，
　　　　　　　　　　　1◎→泌／pz→9〈λ）隅9｛λρ）一＞Ol⑧Aκ
はKUmmer　SeqUenCe
　　　　　　　　　　　　o→μ。κ→Gm，κ4Gm，κ一→o
に同型．また，IFp＝、4／（λ）で
　　　　　　　　　　［o→猛／pz→9（λ隅9（λP）→Ol⑭。　F，
はAぬn－Schreier　sequece
　　　　　　　　　　　　◎→z／pz→G嶋匂《〕砺→◎
に他ならない．
　さらに，Xを．4．schemeとすれば，　group　schemeの完全列
（＃）　　　　　0→Z／ρZ→9（λ）隅9（λタ）→0
はX，tの上の可換群の層の列としても完全．これから，完全列
　　　　　　　　◎→万゜（元2／ρ影）→H°（x，9（λ）芦万゜（x，9（λP））
　　　　　　　　　→κ1（x，z／ρ2）→H1（x，9ひ））玉Wx，9（λρ））
を得る．
　今，X＝Spec　Bを（BはlocaL4－algebra）とすれば∬1（X，9（λ））ニ0なので，同型
　　　　　　　　　c・k・r［Ψ・9（λ）（B）→9（λρ）（B）］引互1（万，z／pz）
を得る・言い換えれぱ万の・次不分岐巡回拡大は耀式（1普一1－・の粧添力n
することによって得られる．
　一方，8が§垣c街｝お簸s磁an　localんalgebraで，　Xが8の上にρr◎p佼であるとき，
Ψ：丘§（x，9｛λ））→H°（x，ρ（λρ））は全射なので，同型
　　　　　　　H1（X，　Z／泌）与Ker［Ψ・H1（X，9（λ））→H1（X，9（λ’））］
を得る
支5◎
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補註2．6．完全列（＃）はWaterhouse［21］と［201によって独立に発見された。方程式
　　　　　　　　　　　　　　　　（1十λ舌）ρ一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝α　　　　　　　　　　　　　　　　　　λP
はFurtw5nglerの仕事［4ユ［51に遡る・
3．Kummer．A頭n．SchMe蓄．W蹴理論
定理3．1．ζπ＝～Wプとおく．2（ρ）｛く司の上のgr◎uρschemeのexact　seque簸ce
（輪）　　　　　0→Z／PπZ→W当じ→0
が存在して
（1）（＃π）のgeneric　6berはKummer　sequence
　　　　　　　　　　　　O→μP孤→（Gm）π零（Gm）η一→◎，
に同型．ここで，θ抱は
（乃頂，＿ぷ．、）→ぱ『μぎハ㍗，＿，蠕，蠕．1）・
　　　　　　　．4［乃，7τ1，7㍉7㌃1，＿，η＿1，環1］→A［W，町1，Tl，T「1，＿，η＿1，7㌫1］；
によって定義される．
（2）（＃n）のspecial丘berはArtin－Schreier－Witt　sequence
　　　　　　　　　　　　O→Z／ρπZ→孤｛与1肪→0．
に同型；
（3）（｝租bert　gO）Bを1◎cal　A．algebraとすれば，が（刀，ン九）驚が（耳晃）＝§．
補註3．2．完全列の図式
　　　　　　　　0－一→μ㍗一一→（Gm）・上→（（Gm）・一→O
　　　　　　　　　　　　　I　凪1　　ト
　　　　　　　　o一μグーGmユGm－o．
は可換．ここで，Hnは
　　　　　　ア｝→兵づ：、4｛知丁づ］→、4｛鴎，町㌧㍗β㌃∵．．，鬼＿b仁1］
によって，また，三πは
　　　　T→冗甘…慨竺㌧4｛T，τ一1］→刈7b，町1，Tb町㍉＿．，η一わ賠1ユ
1δ1
8
によって定義される．
3．3．より具体的に定理を述べるため幾つか記号を導入する．
　F＝｛耳（T）｝o〈K。－1を多項式
　　　　　　　　　　丹（T）＝耳（乃，＿，万．1）∈川冗，＿，五、］
の族とし，
　　　　　　　　α三（T）＝α三（乃，＿，万）＝λ万＋隅（乃，＿，万．1）
とおく．また，
　　　　　　　　　　βT（σ）＝βT（Uo，．．．，σr）∈κ［ひo，．．．，σr］，
　　　　頑x，Y）＝λ三（Xo，＿，Xr，陥，＿，耳）∈κ［x。，＿，x。，陥，＿，万］
をそれぞれ
　　　　　　　　　　　　　　β個一1（ひo－1），
　　　　蜘）一β輪…，叫）一；叫一綱（σ），…・β三・（σ））」（・≧1）
あるいは
　　　　　　　　　　　　、4『（XO，万）・＝λXO｝6十XO十｝6，
　　　ノ1ξ（X，Y）＝λXr耳十耳（X）耳十｝三万（X）
　　　　　　　　　＋；［君（X）万（Y）一刷（X，γ）・…，力三・（X，γ））］（・≧1）
によって帰納的に定義する．さらに，τ∈Zpに対して
　　　　　　　　　　　　　　ωT（り＝βダ（ζ｛，＿，ζ：）
　　　　　　　　　　　　と定義する．ここでパ＝Σ毎ぴのとき，
　　　　　　　　　　　た＝0
　　　　　　　　　　　　　　ζ1＋1一ζ鯉輌2＋’一＋±・〆
とおいた．
命題3．4．ζ．＝e2πτ／P「（r＞0），λ＝ζ一1とおき，．4＝Z（p）［ζ。］，κ＝Q（ζπ）とする．この
とき，多項式の族F＝｛君（T）｝o≦。≦η一1
　　　　　　　　耳（T）＝耳（乃，…，万一・）∈Z（，）［ζ。＋1］［乃，…，万．1］
が存在して
（0）各rに対して万（0，＿，0）＝1；
（1）各rに対して耳（X）套（Y）≡耳（乃8（X，Y）‥．．，ノ1江1（X，γ））modλ；
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（2）各アに対して万（ω8（1），ωf（1），＿，ω£1（1））≡ζ。＋1modλ；
（3）耳（0，＿，0，T）の次数≦ρ＿1．
3．5．多項式の族F＝｛耳（T）｝o≦。≦。－1　が命題の条件をみたすとき，以下のようにAの上
のcommutative　group　schemeを定義する．
　　　　　　ゾーSpecA［　　　　　　　　1品，…，礼1，α8（T），。f；T），…・。岩（T）1
とし，乗法を
　（Zb，T1，＿，万＿1）吟（ノ18（T⑧1，1⑧T），ノ1f（T⑧1，1⑧T）＿，ノ1ξ一1（T⑧1，1⑧T））．
で定義する．A準同型
　　　　αF・W－Spec輌万，…，万一・，α8｛T），αfiT），…’α三i（T）1
　　　　　　　　　　　　→G脇一Spec輌ひ，…，硯一・晶，・一，詰、］
を
　　　　　　　　　（σ0，σ1，＿，σ卜1）→（α『（T），αf（T），＿，α三1（T））
によって，また，κ準同型
βF・G㌫・－Specκ［砺，ひ・…，砺一1，吉，吉，…，詰、1
　　　　　　　　→肱κ一Specκ［珊，…，万一・，。81T），αf｛T），…，α記（T）］
を
　　　　　　　　　（Zb，7玉，．．．，万＿1）→（β8（σ），βr（σ），．．．，βξ二1（σ））．
によって定義する．このとき，βFニ（　FαjK）－1．さらに，
　　　　　　　　　　　　　‘→（ω8（り，ωr（り，＿，ω三1（の）
は単射Z／pれZ→γじを誘導する．
　Vπ＝Wπ／（Z／♂Z）とおく．このとき，多項式の族G＝｛G。（T）｝o≦，≦π＿1が存在して
　　　　　　以一Spec鋼，…，η一・，αξ｛T），。plT），…，α記（T）］・
となる．乗法は
　（76，T1，＿，万＿1）→（／1『（T⑧1，1⑧T），ノ1『（T⑧1，1⑧T）＿，λ三一1（T⑧1，1⑧T））．
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によって定義される．ここで，
　　　　　　　　　　α三（T）＝αξ（珊，＿，万）臼隣，η，＿，万1］
は
　　　　　　　　αξ（㌘）＝α三（石，，．．，舌）＝λρ隅牽G。（勾，．、．，万＿1），
によって，
　　　　　〆19（X，Y）＝／1ξ〈Xo，＿ラX灼陥，＿，万）C4｛X◎，．．、亨戊（ア，｝毛，＿，現
は
　　　　　　　　　　　　　ノ18（XO，陥）＝λρXO万十XO十｝b，
　　　ぴ三（X，Y）＝λρXず玄十XアGア（Y）十Gア（X）γ〉
　　　　　　　　　Ψ；｛G鵬（γ）一贈（x，γ），…，凛、（x，Y））］（・≧1）
によって帰納的に定義される．
　さらに，標準的な準同型Ψパゾ→・Vnは
　　　　　　　　　（％，Tい＿，石一1）砂（Ψo（T），Ψ1（T），．．．，Ψπ＿1（T）），
によって与えられる．ここで，｛Ψ。（T）｝o＜。＜π□は
　　　　　　　　　　　　　　　λρ蛎（T）；（λ鶏十1）舞
　　　　λ・叫（T）＋α（Ψ・（T），Ψ・（㌘），…，靱））一凪讐諾丁）（・≧1）
をみたす．
例3．6．鴛＝2．ζ1＝e2パ乏ζ2＝ε2π泊2，、4＝諺1パζ2］とする．
　　λ＝・λ1　＝ζ1－　1，　λ2　＝ζ2－　1，
η一
曇（一芋1λ6，
　　η＝竺（ρη＿λ），
　　　　　P
　　珊一曇（ητ頂）★，
　　Gの一曇（ηz’頂）ん・
　　Aξ（Xo，｝！b）＝λXo　yb十Xo十y6，
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　　A．f（Xo，x1，㌢る，均＝λx1苗◇x1　F（輪）÷F（Xo）汚
　　　　　　　　　　　　　＋i［F（X・）刑）－F（λX・品X・＋万）｝・
　　Aξ（Xか泊）＝λρXoy∂÷石＋拍，
　　A｛D（Xo，X1，〕陥，巧）＝λρX1γi十Xl　G（％）十G（Xo）】偏
　　　　　　　　　　　　　＋嘉［G（X・）G（陥）－G（λ・X・埼＋X・＋泊）L
　　Ψ・（冗）」≡；）〃－1，
　　Ψ1（7b，w）一ラも［｛λ≡⊆芸三…響…も）｝ρ一G（（λ7～〕ゴi；）ρ一1）／・
ゾーS・ecA［肌λ乃1＋1，λη＋1F（乃）］，
め一S司品λ。£＋ゴλ，η二G（乃）］・
とおく．ンV2，　V2の乗法はそれぞれ
　　　　　σも，τづ吟（Ai『（2－b⑧1，1⑧76），Af但5⑧1，田㊦1，1⑧Z6，1⑧田））
あるいは
　　　　　く五，T1）→（Aξ（2b⑧1，1⑧乃），Aξσ6⑧1，田⑧1，1⑧万，1⑧τ1））
によって定義される．また，準同型Ψ2：γ賜→V2は
　（％，τ1）→（Ψo（鴎），Ψ（蝿，㍗））：
　　　　　　　　A［　　　1　　　　1万，田，λ隅＋1，λ哩けG（乃）］→輌W，λ乃1＋1，貼1F（冗）］
によって定義され，KerΨはZ／ρ2Zに同型．（弄2）は
　　　　　　　　　　　　　0→Z／ρ2Z→W，当V，→0
によって与えられる．
補註3．7．［171とは多少異なるが，｝～2の具体的な形はGreen－Matignon　l61によって独立に
与えられている．
3．8．順次g（λ）を積み重ねて鵬を構成する．このとき，以下のgroup　schemeの拡大の記
述が鍵となる．見通しを良くするため3．5でのc◎mmutative　gr◎up　schemeの構成を一般化
する．
　．4を離散付値環，1ζを．4の分数体，mをAのmaximal　ideal，ん＝．4／mをAの剰余体
とする．λ1，λ2，＿，λ臓ξm－｛◎｝とする．F＝｛套（T）｝o≦。≦πづを多項式
　　　　　　　　　　再（T）＝万（乃，＿，万．1）∈A［τb，＿，7｝．1］
155
12
の族とし，
（0）各rに対して耳（0，＿，0）＝1；
（1）各アに対して万（X）万（Y）≡君（ノ1ξ（X，γ），＿，／1□（X，Y））modλ。＋1
が成立すると仮定する．
　　　　　　　　α三（T）＝α三（乃，＿，万）＝λ。＋1万＋君（冗，＿，万．1）
とおき，
　　　　　　　　R一輌，…，㌃1，α8｛T），。f；T），…・。記（T）］
とする，また，
　　　　　　　　　　　β三（u）＝β三（［ノb，．．．，L㌃）∈κ［σo，．。．，し㌃］，
　　　　　ノ1三（x，Y）＝犀（x。，＿，x。，｝6，＿，｝季）∈κ［x。，一．，x。，琉，＿，耳ユ
をそれぞれ
　　　　　　　　　　　　　　　β8（Uo）一㌃（エ・），
　　　　鞭）一ぱ（σo，＿，叫）÷防一君（β8（σ），…，庭1（σ））1（・≧1）
あるいは
　　　　　　　　　　　　　・4『（XO，y6）＝λ1×0｝b十XO十琉，
　　　ノ1ζ（X，Y）＝λr＋1Xア｝㌃十君（X）耳十｝㌃君（X）
　　　　　　　　　＋：ご［耶）套（Y）刷r（X，Y），…，犀1（X，γ））］（・≧・）
によって帰納的に定義する．（1）から
　　　　　　　　　　　　カダ（．x，γ）∈川x。，＿，x。，｝6，＿，耳｜
が従うが，g＝Spec　Rに乗法を
　（冗，万，．．．，7L－1）吟（ノ18（T⑱1，1⑧T），λf（T⑧1，1⑧T）＿，λ三1（T⑧1，1⑧T））
で定i義すれば，gはAの上のcommutative　group　scheme．
　また，．4準同型
　　　　αF・9－Spec輌万，…，じ1，α8iT），。f｛T），…，。岩（T）］
　　　　　　　　　　　→G㌫・－Spec輌，σ1，…，砺一1，晶…，詰、］
を
　　　　　　　　　（σ0，U1，．．．，〔㌦＿1）→（α8（T），αf（T），＿，α三1（T））
156
13
によって，また，κ準同型
　　βF・G㌫κ一Spec輌σ1，…，砺一・，晶・・，詰11
　　　　　　　　→9・－Specκ［品，…，㌃1，。8；T），αr｛T），…，。記（T）］
を
　　　　　　　　（7－b，η，．．．，万4）→（β8（σ），βf（σ），．．．，β三＿1（σ））
によって定義すれば，βF＝（α£）－1．
　さらに，剰余環の列
　R→R／（乃）→R／（乃，T1）→＿→R／（τ6，＿，瓦．2）→R／（乃，．．．況一2，万一・）＝A
はεのclosed　subgroup　schemeの列
　　　　　　　　　　9＝90⊃91⊃92⊃＿⊃9π一1⊃9。＝0
を定義し，各アに対してg，－1／g．は9（λ・）に同型となる．したがって，g⑧Aκはんの上の
unipotent　group・
定理3．g．μ∈m－｛0｝，　Ao＝A／（μ）とする．このとき，完全列
　　　　　0→H・m。．、，（9，9（μ））→H・m。．、。（σ，Gm）→H・m・。．、．（9，　Gm）
　　　　　　隅E・t2（9，9（μ））→0
が存在する．
　∂：HomA。－g，（9，（Gm）→Ext斯g，g（μ））は次のように定義される．
　　　　　　　　　　F（Zb，T1，．．．，η＿1）∈Ao［Zb，T1，．＿，万＿1］
9A。から（Gm，A。への準同型を定義する多項式とすればF（0，0，＿，0）＝1で
　　　　　　　　・40［X，Yl＝・40［XO，X1，．．．，Xπ＿1，｝る，yi，＿，γ竺＿1｜
において
　　　　　　　　　F（X）F（γ）＝F（ノ18（X，Y），＿．，力三1（X，Y））
が成立する．したがって，
　　　　　　　　　　1㌦σb，T1，＿．，7Lヨ）∈Al7b，コ5，．．．，万＿1］
をF（7b，Ti，．．．，万一1）の持ち上げとすれば，
　　　　　　　凡（X）鳳（Y）＝罵（力ぎ（X，γ），＿，力三1（X，γ））modμ
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が成立する．さらに，鼻（◎，◎，＿，0）＝1となるように選ぶ．
　　　　　　　　αζ（T）＝α烈乃，＿，η）＝凪＋万（冗，．一，w1），
　　　　　ぷ（X，Y）ヲXπ輻÷塩（X）輻十玲1㌦（X）
　　　　　　　　　　　＋！［凡（x）馬（Y）一醐ぎ（x，γ），＿，腸1（x，Y））］
　　　　　　　　　　　　μ
とおき，
　　　　ε一s・ec輌，…，η一・η，。8｛Tジαr｛T），…，。記（T），。梱
に乗法を
（五う隅，＿う兵＿1，7L）ト→
　　　（λξ（T⑧1，1㊤T），・4f（T⑧1，1⑧T）．．．，ぴ㌫1（T⑧1，1⑧T）），嬬（T⑧1，1⑳T））
によって定義すれば，藪のg（λ）による拡大εを得る．∂FはεのExt2（g，g（μ））における
類に一致する．
3．1◎．ゾがKum聴τ一Ar』Sehreier－Witt理論の要件をみたすとき，　redueti◎n乱p
　　　　　　　　　　　　　Ext2（ン㌦，9（λ））→Extえ（肌，Gα）
による
　　　　　　　　　　　　　◎→G4琴尻糧5尻→o
の逆像に属する元がγ㌦＋1の候補となる．さらに，全射
　　　　　　　　　　　∂・H・m。。．，，（耽，Gm）→E・t2（W。，9（μ））
によって命題3．4の条件（1）（2）（3）をみたす多項式を順次見出す問題に帰着させる．
　一般にHomA。一ロ（ρ，〈Gm，A）はWitt　vectorによって記述できる．次節で出発点となる
HomA⑪一g，（9（λ），（GmAの場合を説明する．
4・Artin－Hasse　exp◎nent輌al　sei℃輌es
4．1．Artin－H品se　exρ。nential　s頭esは
　　　　　　　　　　　　　　場（r）一田唄（爵）
によって定義された．周知のように
　　　　　　　　　　　　　　　　Eρ（T）∈Z（ρ）｛［η］
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が成立する．
4．2．形式巾級数Ep（σ，．4；T）∈Q［U，λ］［［Tl］を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よ　　　　　　たヘユ　　　　　　　E，（σ，・4；τ）一（1刊丁）‘i（1＋五吋・り≠｛（芸）ρ一（芸）ρ｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　た＝1
によって定義する．
定理4．3．
卿り一
｛：：；：㌫ll二：：：ll㌫酌当ゴ：ll：1
したがって，Eρ（σ，ノ1；7「）∈Z（ρ）［ぴ力川TIL
伊14．4．Eク（1，0；T）＝Ep（T）
伊14．5．Eρ（ノ1，ノ1；T）＝1十ノ1丁
補註4．6．形式巾級数Eρ（U，1；T）はF¢，γ）としてDwork［3］によって導入されていた．
4．7．AをZ（p）代数とし，λ∈A，α＝（αo，α1，α2，＿）∈W（A）とする．形式巾級数
Eρ（α，λ；T）∈A［［T］］を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E，（α，λ；T）－HE，（・、，λpk；Tρ★）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　兎＝0
によって定義する．
例4・8．・陽（α，0；T）＝Ep（α；T）
補註4．9．、4＝Z（ρ）レ1，砺，［11，σ2，．．．］，σ＝（σo，σ1，巧，＿）のとき，
1・g昂（σ，力；T）一菖霊）｛1・g（・＋卿一；1・9（1＋押杜）｝
が成立する．
4．10．形式巾級数
　　　場（σ，ノ1；x，γ）＝昂（Uo，σ1，σ2，＿，λ；X，γ）∈Q［し陥，σ1，σ2，＿，川［［X，γ｜1
を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　昂（σ，ノ1；X，γ）＝H（1＋ノ1ブTPア）Φ・（σ）／〆力P
　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＝0
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によって定義する．このとき，
　　　　　　　　　　場（σ，・1；X，γ）∈Z（。）［U・，U1，σ・，…，・11［｛X，γ］］
4．11．AをZ（ρ）代数とし，λ∈Aα＝（αo，α1，α2，＿）∈W（A）とする．形式巾級数
場（α，λ；X，γ）∈A［［X，｝りユを昂（σ，ノ1；X，γ）においてσ＝α，力＝λを代入することに
よって定義する．
定理4．12．．4をZ（p）代数，λ∈．4とする．このとき，αト→Ep（α，λ；T）は同型
　　　　　　　K・・［F－［λ・－1Jw（A）→w（A）］与H・m。一、，（θ（λ），Cm，。）
を，また，αト〉昂（α，λ；X，γ）は同型
　　　　　　　　C・k・・［F－［λ・－1］・W（A）→W（A）DH』（ζ（λ），◎頑）
を引き起こす．さらに，λが巾零と仮定する．このとき，αト＞Eρ（α，λ；T）は同型
　　　　　　　KerlF－［λ・－11・丙（A）→丙（A）1与H・m。．、，（9（λ），Gm，。）
を，また，αト→場（α，λ；X，γ）は同型
　　　　　　　　C・k・・P［λ・－11・訪（A）→術（A）PH…（9（λ），Gm，。）
を引き起こす．
　定理は形式巾級数F（T）あるいはF（X，γ）が函数等式
　　　　　　　　　　　　　F（x）F（γ）＝F（x十γ十λxγ）
あるいは
　　F（x，γ）F（x十γ十λxγ）＝F（x，γ十z十λγz）F（酩z），F（x，γ）＝F（酩x）
をみたすように両辺を展開し未定係数法によって形を決めて行くことによって証明される．
HomA－g，（9，（Gm，A），　Hぎ＠，◎m，A）についても［181で示したように辛抱強く計算を積み重ね
ることによってその記述を与えることが出来るが，Cartier理論によって議論の見通しが良
くなる．これについて次節で説明する．
5．Kummer－Artin－Schreier－Witt理論とCartier理論
5．1．Aを可換環，　WA）をAに成分をもつWitt　vectorの環とする．　RをWA）の上に生
成元Vと関係式
（1）αV＝VF（α）．
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によって定義される環とする．Rの元は
　　　　　　　　　　　　αo十Vα1十…十Vηαπ，αフ∈W（A）
の形に寸的に劫せる・VπRはRのtw°－sided　ideaL　R＝1聖／惚とおく・Aの上
のCartier．Dieudonn6代数あるいはDieudonn6代数DAをRの上に生成元Fと関係式
（2）Fα＝・F（α）F，
（3）FV＝P，
（4）VαF＝V（α）．
によって定義する．Z）Aの元は
　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σα一」Fゴ＋α・＋Σvゴα」，αゴ∈w（A）
　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　ゴ＝1
の形に一意的に表わせる．
例5．2．W（A）はFニFl　V＝γとして左DA加群とみなせる・
5．3．（Cartier理論）AをZ（ρ）代数，　gをAの上の可換形式群とする．　gのp．typical　curve
のなすCartier加群0（G）＝Hom牛g，（訪，g）は左DA加群の構造を持つ。　Gト→0（G）はA
の上の可換形式群の圏から左DA加群の圏へのfully　faithful　functor．
例5．4．C（GπちA）は左DA加群W（A）に同型．
5．5．以下，0（9（λ））を記述するためにWitt算法の変形を導入する．
　多項式
　　　　　　　　　Φピ）（T）＝Φ［M）口b，．．．，ZD∈Z［ルf］［乃，．．．，万］
を
Φ［M）（T）一晶㊤（蝸，…姻）－M醜＋・M〆－L1呼一1＋…＋〆－1M・－1万一・＋〆万・
によって定義する．さらに，
　　　s！M）（X，γ）＝5！M）（Xo，＿，Xア，｝毛，…，ぢ）∈Z［Ml［Xo，．．．，Xr，陥，…，耳］，
　　　尋M）（X，γ）＝乎）（X。，＿，X，，陥，…，】㌃）∈Z岡［X。，．．．，X。，巧，…，｝71，
　　　蝋）（T）＝乎）（勾，＿，万，万．、）∈Z［M］［乃，＿，万，万＋1］
をそれぞれ
　　　　卿（XO，＿，Xア，琉，…ハ万）一拓（MX・，…，M万，刷，…，M耳），
　　　　耳M）（XO，＿，Xr，y6，…，耳）「拓（x・，…，万，刷，…，蝋），
　　　　毎M）（T）一毎M）（冗，…，万，万＋1）一彦巧（鋼，…，凪，岨・・），
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によって定義する．例えば，
　　　　　　　　s！M）（x，Y）－x。＋yb，
　　　　　　　　S｛M・（X，Y）－X1＋トM・－1×8＋悟（X・＋陥）ρ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P
　　　　　　　　司M）（x，Y）－x。陥，
　　　　　　　　pl　M）（X，γ）＝X8】ヨ＋MP－1×1】7＋pX1｝1，
　　　　　　　　珂M）（T）＝MP－17了十P71．
　レγ（M）＝Spec　Z［ル1H7b，T1，τ』，．．．］に
　T＝（76，万，7ち，．．．）ト＞
S（M）（T⑧1，1⑧T）＝（slM）（T⑧1，1⑧T），3｛M）（T⑧1，1⑧T），slM）（T⑧1，1⑧T），＿）
によって加法を定義すれば，W（M）はZ［ルflの上のcommutative　group　scheme．
　また，morphism・：咋z［Ml⑭z［M］W（M）→W（M）を
　T＝（76，万，乃，．．）ト→
P（M）（T⑧1，1⑧T）＝（瑞M）（T⑧1，1⑧T）ノイM）（T⑧1，1⑧T），月M）（T⑧1，1⑧T），．＿）
によって定義すればW（M）は脆岡加群．
　さらに，準同型γ：W（M）→W（M），F（M）：W（M）→W（M）をそれぞれ
　　　（7b，T1，7ち，＿．）ト→（0，τb，T1，．．．）：ZIMI［冗，T1，乃，．．．1→Z［M］［7b，Tl，7ち，．．．］
あるいは
　　（7b，7］，乃，．．）→（踏M）（T），F｛M）（T），吋M）（T），．．．）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z［ルfJ［Zb，Z］，乃，．＿］→Z［ルf］［乃，T1，（乃，＿．1，
によって定義する．
5．6．AをZ［M］代数とする．　Im砂＝Im［γ㌧W（M）（A）→W（M）（A）］はW（M）（A）の部分
W（A）加群．W（M）（A）は部分群の族｛lmレ声ん｝ん＞oによって定義されるγ進位相によって
位相群の構造をもつ．W（M）（A）はγ進位相に対して完備で分離的．したがって，　W（M）（A）
はF＝F（M），V＝γとして左DA加群とみなせる．
定理5．7．、4をZ［ルf］代数とする．このとき，WM）（A）はθピ）のCarter加群0（9㍗））＝
HomA＿g．（丙，4M））に同型．
例5．8．明らかに
　　　　　3！1）（X，y）－S。（X，γ），巧1）（X，y）一君（X，Y），田1）（T）一耳（T）
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したがって，W（1）（A）＝W（A）．
例5．9．
　　　　　S（o）（X，Y）＝X，十｝㌻，畑o）（X，Y）＝Φr（X）｝フ，力o）（T）＝ρ7｝＋1．
したがって，C（Gα，A）＝W（o）（A）は可換群として、4Nに同型．さらに，　F，Vは
　　　　　　　　　　　　（鋤μ］μ2，＿．）→（ρ項ヌ鎚2ラクα3，＿）
あるいは
　　　　　　　　　　　　（α⑪，αわα2，＿）ト〉（0，α。，α1，α2，＿）
で与えられる．
例5．10．準同型α（M）：W（M）→肪［川を
　　（Zb，T1，7ち，．．）→（ルfZb，ルf7］，ルf乃，．．．）：Z［7b，T1，乃，．＿］→Z［ハイ］176，T1，ち，．．．］．
で定義する．
　AをZl醐代数とする．このとき，αW）：W｛詞（A）→W（．4）｝まDA準同型で，形式群
の準同型α鮪：鰍殉→《Dmメに対応する．
定理5．11．．4をZ［川代数とし，［1L＝（1，0，0，＿）∈W（ぴ）（A）とおく．　DA準同型W：
Z万一与Pγ④（A）をPト＞P［11乃によって定義する．このとき，列
　　　　　　　　　　　0一シZ）パ（F咋1DDA⇒Wぴ）（A）→0
は完全．
系5．12．Mを左．DA加群とする．このとき，
（り緬mD。研逸）（A）己f）｝まKeT匹ベノ1ρ一1］：M→轟4］｝こ同型；
（2）Ex協A（W（λ）（・4），ルf）はC◇ke℃声一｛溜　1］：M→A41に同型；
（3）∫＞1に対してExtちA（W④（A），M）＝0・
例5．13。ルf＝W（A）＝0（Gm，のとする．このとき，
　　　　　　　HomDA（レγω（A），レγ）＝Ker｛F－［、4ρ一1］：W（A）・→W（A）］
したがって，Cartier理論から
　　　　　　　H限A－9。（θ℃），㊨m，A）＝Ker｛F一レ1婦］：W（A）一＋W（A）1
を得る．一方，定理4．12でα吟Eρ（α，、4；τ）は同型
　　　　　　ξ：Ker［F－［・4ρ「：W（A）→W（A）｝導Homか9，（θω，（〔｝m，A）
を引き起こすことを言ったが，0（ξ（α））＝αが成立する．
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5．14．AをZレ1，　M］代数とし，0∈DAとする．　D1の左DA自己準同型σ八M，cを
　　　　　　　以MC・（P，Q）→（君Q）（F－r1］F－］景．1］）
によって定義する．このとき，左DA加群の完全列の可換図式
　　　　　　　0－一→DA二→DAΦDA一ユ→Z）A＿→O
　　　　　　　　　　　　！・（IF－［Mρ一1］）⊥・w・　1倒市・D
　　　　　　　O－一→DA－一→DA㊥DA－一→DA－一→0　　　　　　　　　　　　　　τ　　　　　　　　　ゴ
を得る．ここで，i，ゴはそれぞれピQ｝→（0，Q）あるいはゴ：（P，Q）→Pによって定義
される．余核をとってDA加群の拡大
　　　　　　　　　　0→W（M）（A）→E→W④（A）→0
を得る．同一視
　　　E・tも。（W④（A），W（M）（A））－C・ker［F（M）一［λP－1］・W（M）（A）→W（M）（A）｝，
の下でEのExt瓦（W（力）（A），W（M）（A））における類はC［11Mの類に対応する．
　実際，DA準同型ψ（MO）：DA→W（M）（A）を1ト＞ClllMによって定義すれば，　C［11M
を表現する拡大はpush．out
　　　　　o－→　DA　≡DA→wω）（A）一一＞o
⇒　　　⊥
　　　　　0－一→W（M）（A）　一→　庖一一→Wω）（A）一一→0，
によって与えられる．ここで，2’：DA→DA㊥DAを
　　　　　　　　　　　　　Qト〉（0，Q（F－［ルfρ一1］））
によって，また，ゴ’：DA①Z）A→Z万㊤レγ（M）（A）を
　　　　　　　　　　（P，Q）→（P，！ρM（Q））＝（P，　Q［11M）
によって定義すれば，完全列の可換図式
　　　　　0　　＞DA－⊥→DA㊤DA－Z→　　DA　　→0
⊥輪・　　1四炉1］・一・・M・・）
0－一→DA→Z）A㊥DA－→DA㊥W（M）（A）一一一→0
　　　　　　ソ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒノ　　　　　　τ　　　　　　　　　　　　2
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を得る．さらに，余核をとって同型五与Eを得る．
例5．15．M＝W（A）＝0（Gm，のとする・このとき，
　　　　　　E・㌦（w｛九）（A），M＝c・k・・［F一μρ「・w（A）→w（A）］
したがって，Cartier理論から
　　　　　　　　田（鮒戊，㊨唾）＝C◎ker碑一｛㌘当：WA）→W（A）｝
を得る．一方，定理4．12でα→昂（α，ノ【；T）は同型
　　　　　　　ξ：Coker［F－［ノ1ρ一11：レ1／（A）→レレ7（A）1二こトH3（θ（A），（〔〕m，A）
を引き起こすことを言ったが，0（ξ（α））＝αが成立する．
命題5．16．Aを環，　gをAの上の可換形式群とする．　gの部分形式群の列
　　　　　　　　　　β＝90⊃91⊃92二）＿．⊃9範＿1⊃9九＝◎
が存在して各τに対してgH／仏がg（λ‘）（㌔∈．4）に同型であると仮定する．このとき，
D4加群の完全列
　　　　　　　　　　　　◎→（DA）為隅（DA）π→c（9）→o
が存在する．ここで，U：（Dのπ→口）A）れは
　　　（P、，P2，＿，P。）→（PわP2，＿，P。）u，
　　　　　　　　　　　　　卜［λr－1］－C、2　－C13　．．．－0、n
　　　　　　　　　　　　　　　O　　Fヨλ；門　　一C23　＿．　－C2π
　　　　　　　　　　u＝　◎　　。　F一い誇s台．－c，η
　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　0　　　　0　　．．．澱一｛λ㌍｝
で与えられる．
例5．17．〈．＝e2πτMλ＝ζ1－1とし，．4＝Zρ｛ζn］とする．命題3．4で多項式の族
F＝｛耳（T）｝◎≦7≦卜1
　　　　　　　　君（T）＝万（w，＿，万．エ）∈Zp［ζ。＋11［乃，＿，距1］
を選んで，DA加群の列
　　　　　　　　　　　0→（PA）π隅（DA＞π→0（元メ）→◎
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が完全となるようにできる．ここで，σ：（、OA）π→（D、りπは
（P1，P2，＿，P。）吟（P1，P2，＿，P。）σ，
u灘
F［λρ一1］　－1　　0　＿　　0
　　　0　F－［λρ一1］　－1　＿　　O
　　　o　　o　習一｛λ恒1＿、　o
　　　o　　　　o　　　　◎　　．．。　　－1
　　　0　　0　　0　＿F一いρ一1］
で与えられる．
　　これから，さらに議論を進めて，各π，m＞0に対して完全列の可換図式
0　　　　　　　　0　　　　　　　　0
　　　　　　　　　！　　！　　！
o→z／ρmz－→2／♂暢z　・＞2／〆2－→奪
　　　　　　　　　｛　　1　　｛
0－→γ㌦　一一→W糾η　一一→ンV。　一→0
」　・…⊥　・・⊥
0－→　Vm　－一→　Vm＋π　一一→　V。　一一→0
⊥　　1　　⊥
o　　　　　　　　o　　　　　　　　◎
を得る．
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